Tema 3. Dindmica del sélido rigido

Segunda parte: Movimiento general
1. Gradosdelibertad

Ahora tenemos seis grados de libertad, tres para la posicion del centro de masa, y
tres paralarotacion drededor del centro de masa.

2. Ejeingantaneo derotacion

Consideramos s9lo € caso de un sdlido con un punto fijo E, cuya posicién dentro

del stlido puede cambiar en € tiempo. En tal caso, la velocidad de un punto arbitrario P
del solido es

Vo =W’ EP

Se comprueba asi que aquellos puntos P que se encuentran en la recta pardela a vector
velocidad angular W que pasa por E estén en reposo también en ese ingtante de tiempo.
Es decir, esa recta es € conjunto de puntos del sdlido que se encuentran en reposo
smultaneamente en dicho ingante. Esa recta forma € ge ingantaneo de rotacion,
efectuando € solido un movimiento de rotacion, sin tradacion, en torno aese ge.

Cuando no existe ta punto E,  movimiento generd de sdlido es combinacion de
un movimiento de tradacién en direccion pardda a un determinado €e, y un
movimiento de rotacion en torno adicho ge.

3. Angulosde Euler

La posicion dd sdlido con un punto fijo E queda determinada definiendo un
conjunto de tres angulos de rotacion independientes. El conjunto més utilizado lo

forman los llamados angulos de Euler, que pasamos a definir. Sea OXYZ un sstema de
referencia fijo, y OXyz un sistema de referencia ligado d solido, que comparte  mismo
origen con @ sistema anterior. Dicho origen se sitla en @ punto fijo E. Giramos un
dgulo T en torno a ge OZ y dibujamos la llamada linea de los nodos en & plano XY.
Los angulos de Euler quedan definidos como sigue:

f esd angulo entred gje OXy lalinea de los nodos (arbitraria)
g esd agulo entred gefijo OZy d ge mévil Oz
y esd dngulo entrelalineadelosnodosy € e OX, en d plano Xy




Y Ix
Linea de los nodos

Los rangos de variacion de los angulos de Euler son
Of£f <2p

0£q <p
O£y <2p

4. Veocidad angular en funciéon delos angulos de Euler

Las velocidades angulares asociadas a los angulos de Euler reciben los nombres de
precesion (), nutacion (g ) y espin ().

Sea U, € vector unitario en la direccion de la linea de los nodos. La velocidad
angular del sdlido tiene la expresion directa
W =fl, - qd_+y G,
Es mas util escribir € vector velocidad angular tomando como referencia los ges fijos
del sdlido, que estén definidos en virtud de su smetria espacia. Escribiendo los

vectores unitarios anteriores en funcion de los vectores unitarios segun los ges fijos en
el solido,

U, =cosq U, - singsiny U, - singcosy U,
U, =cosy U, - siny U,
obtenemos |as componentes ddl vector velocidad angular enlaforma
w, =-f singsiny - q cosy

w, =-f sinqcosy +qsiny

w, =f cosq +y




5. Matrizdeinercia. Ejesprincipales. Momento angular

Se define lamatriz deinercial como lamatriz que tiene las componentes
L :drzdij - >qxj) r dv
donde r es la densdad de masa del sdlido, r la distancia dd demento de masa

arbitrario del solido dm=r dV d e de giro, {X]} las coordenadas cartesianas del
vector I’ paraese eemento de masa, y

il i=jo
dij ol PP
10 1 Jg
El momento angular L deun sdlido rigido arbitrario tiene las componentes
(¢}
L\' = a Iijo
i=xy.z

A patir de ahora, serd mas conveniente renombrar los ges del solido con los nimeros
123 en lugar de las letras X,Y,Z. Ad, las componentes ded momento angular pueden
ecribirse en laforma

Ll = I11W1 + I12W2 + |13W3
L2 = |21W1 + IZZWZ + |23W3
L3 = |31Wl + |32W2 + |33W3

Una de las propiedades fundamentales que nos permite describir e movimiento de
cuaquier sdlido rigido de forma sencilla es consecuencia del carécter matricia del

momento de inercia. En virtud de su propiedad de simetria, Iij =1 i » Siempre nos sera
posible encontrar un sistema de ges dentro del sdlido, llamados g es principales tales
que la matriz del momento de inercia sea diagond, en la forma |, = diag( L, 1, I3),
dendo |, los llamados momentos principaes de inercia Tomando como referencia

estos ges destacados, @ célculo se smplifica puesto que las componentes de momento
angular sAlo dependen de la componente en lamisma direccion de la velocidad angular,

I_l:|1W1
L2 = |2W2
LS: |3W3

En generd, los ges principales coinciden con los ges de smetria del sdlido, y se

identifican con los ges Xyz fijos a sdlido, mencionados anteriormente, respecto a los
cuales deben definirse los angulos de Euler.



6. Energiacinética

Tomando como referencia los ges principaes centrados en € punto fijo del solido,
laenergiacinéticatiene laexpresion

B, = L+

7. Ecuacionesdda movimiento

Tomando como referencia unos €es fijos en € espacio, la ecuacion para €
movimiento de rotacion del solido rigido respecto a un ge que pasapor su punto fijo, es

v =39t

at
sendo M d momento de las fuerzas exteriores, y L & momento angular de giro
medido en & sstema de gesfijo en @ espacio.

S nosreferimos alos ges principaes del sdlido laecuacion dd movimiento es

M= L
dt
gue se denomina ecuacion de Euler, sendo L & momento angular de giro medido en
el sstemade gesfijo en € sdlido
I: = IlWlljl + IZWZUZ + I 3W3J3
y W e vector velocidad angular, medido en & sistemade gesfijo en d sdlido
W =Wyl +W,U, + W,

Por tanto, por componentes, la ecuacion de Euler se escribe

dw.
Mlzllf*'(ls' |2)W2W3
Mzzlz%"'(ll' I3)W3W1
M3=|3%+(|2- |1)W1W2

y su solucion conjunta nos da la evolucion temporad de las componentes de la velocidad
angular, respecto alos ges principaes del sdlido.



8. Utilidad dela ecuacion de Euler

a) Para @ estudio de sstemas no equilibrados, sisemas que no se mantienen en
equilibrio a redizar un movimiento de rotacion debido a que € vector velocidad
angular de giro no esta dirigido segin un ge principa. Por efecto de edta fata de
smetria, aparecen momentos de fuerza que tienden a desequilibrar € sstema, y por

tanto, serd necesario aplicar un par de fuerzas M que elimine la descompensacion del
sstema. En otros casos, se puede redlizar una labor de equilibrado variando los
momentos de inercia del cuerpo en rotacion hasta obtener € estado de equilibrio
deseado.

En general, @ problema se smplifica considerando que la velocidad angular de rotacion
es constante. Con ayuda de las ecuaciones de Euler, caculamos partiendo del vaor

conocido de la velocidad angular W , € par M creado. Elegimos los ges 123 como los
gesprincipales del sstema

b) Para € estudio de sistemas giroscopicos. En este caso, se conoce de antemano €

par M que se aplica d solido, y se desea obtener las velocidades de rotacion del
gdema en funcion de los angulos de Euler, para casos especides. Con edta
informacion, es posble describir de forma completa @ movimiento dd Sstema
giroscopico. Para resolver e problema, debemos utilizar la relacion entre las
componentes 1,2,3 delavelocidad angular y los dngulos de Euler.

Problemas Resudtos

3.13 Un é&bad de longitud L estd apoyado en dos cojingtes P y Q, y lleva
colocadas asméricamente dos masas, iguales a M2 a una disancia a del ge del
arbol, formando con @ un angulo f . El conjunto gira con veocidad angular

congtante W. Calcular la fuerza necesaria que hay que aplicar sobre los cojinetes
para mantener  movimiento.

Qm/2
a

W M PE D/j \a D/2 ﬂQ

m/ ZO

Los ges principales del sdlido coinciden con sus ges de smetria, que se definen
como se muedtraen lafigura



PI:: HQ

1

El ¢e 1 es perpendicular d plano formado € brazo y & e centra del &boal.
Contenidos en ese mismo plano, € ge 3 es perpendicular a brazo donde se encuentran
lasmasas, y € ge 2 estadirigido alo largo delos brazos del arbol.

Los momentos principaes de inercia corresponden a los momentos de inercia de
masas puntuales, y son

y € vector velocidad angular viene dado, en € sistema de ges principales, por
W =Wy, +Wol, +W o,

w, =0
W, = -w cosf
w, =wsinf

Las ecuaciones de Euler, suponiendo que la velocidad angular de giro del abol es
constante, se escriben

Ml :(|3 - Iz)W2W3
Mz :(Il' |3)W3W1
M3 = (Iz - I1)W1W2
En nuestro caso, con los datos anteriores, € momento de fuerzas que sufre € arbol

debido a su movimiento de rotacion no equilibrado (ya que € vector velocidad angular
no esta dirigido segiin un ge principa) tiene las componentes

M, =(1,- 1,)ww, =- ma’w’sinf cosf
M, =(1,- Iy )ww, =0
M,=(1,-1,)ww, =0



Las fuerzas aplicadas F en los puntos P y Q deben generar un par de fuerzas que
anule este momento no nulo M, <0.

3 2
F
P l
D/2
Ml
F @)
1
Deben estar dirigidas en sentido contrario alas agujas dd reloj y ser taes que
oF D =M
2

a2
F= mbzsinf cosf

3.14 Calcular la velocidad de precesién en torno al ge vertical de un trompo
pesado que gira sobre s mismo con velocidad W, mucho mayor quef .

X

Yaque W>>f | d momento angular de sstema es practicamente igud d momento

angular respecto d ge Z de smetria, debido a la rotacion del trompo sobre si mismo.
Entonces,

—

L=1wd,



Sin embargo, la variacion tempora del vector L se debe, yague W es congtante, a la

precesion del ge Z del cuerpo en torno a ge vertical Z con velocidad angular . se
debe cumplir

¢ O

M :E:f u,” L=fI1.WU0, " 4, =f [;Wsinq G,
sendo M & momento de las fuerzas exteriores (el peso dd trompo) respecto d punto
fijo dd trompo

—
.

M =1~ mg(-U,)=-mgad,” U, =mgasing U,
sendo a la distancia medida sobre @ ge del trompo desde d punto fijo hasta & centro
de masa

Igualando las dos ecuaciones, obtenemos la preceson del ge del trompo respecto a
lavertical

f =M
W

3.15 Edablecer las ecuaciones de movimiento de un cuerpo rigido smérico con
respecto a un ge, tiene un punto fijo sobre ese ge. Discutir € movimiento
rotacional dd cuerpo, suponiendo que no existen fuer zas externas.

Escogemos € ge de smetria como ge principd. Las ecuaciones de Euler para un
cuerpo simétrico, ta que |, =1, en ausencia de fuerzas externas, son

dvrl +(1,- 1, )ww, =0

|2

dw
|2 dt2 +(|2- |3)W3W1=O
I3dW3 _o

dt

L atercera ecuacion nos dice que W, es unaconstante del movimiento
w,=C
I ntroduciendo este resultado en |as ecuaciones restantes, obtenemos

dw.
2 dtl +(|3' |2)W2CZO

dw,
? dt

+(1,- 1;)w,C=0



De agui, podemos extraer las ecuaciones dd movimiento para cada una de las
componentes de la velocidad angular en laforma

dw,
12=—2+(1,-1,)°Cw, =0
Izzdd?\zl2 +(15- |2)2C2W2 =0
con lasolucion conjunta generd
= AcosW
w, = AsinW
sendo
w=lem lele

2

Concluimos entonces que €@ vector de velocidad angular W tiene una magnitud
congtante

W = W2 +WZ +wZ =+ A2 +C7
y que precesa en torno d e 3 con una velocidad angular W, El dngulo & formado por

el vector de velocidad angular y € e 3 & cuerpo satisface
C

3.16 Calcular d momento de fuerza necesario para que d disco de radio a 'y
masa m, gire con veocidad angular constante W, en una direccion gque forma un

angulo q constante con & ge vertical. Calcular la precesén respecto al ge
vertical.

z —
w

/ y
X
Elegimos los ges (Xyz) como los ges principaes del disco, de forma que € vector
W egé contenido sempre en € plano yz. La velocidad angular del sstema es,
incluyendo laprecesién entorno a ge verticad,

W =wsing G, +(Wcosq +f')u3



El momento deinerciadel disco respecto del geverticd es
1
l,==ma’
2
y utilizando € teorema de ges perpendiculares para un cuerpo solido plano
l,=1,+1,
obtenemos por Simetria, 10s otros dos momentos deinercia

I1:I2:%I3:%ma2

Con ayuda de las ecuaciones de Euler, obtenemos d momento de fuerza necesario
paramantener e movimiento del disco

M, =(1,- 1,)ww, :%ma2wsinq (Wcosq +f')

M, :(Il' |3)W3W1 =
M,=(1,- I,)ww, =0
El momento angular ddl sstema viene dado por
L,=0
1 .
L, :Zmazwsmq

1 .

L, :Emaz(wcosq +f )
y ademas es congtante sobre los ges moviles del disco (recordar que la vdocidad
angular se encuentra sempre en @ plano Yz, pero dicho plano precesiona respecto a la

vertical con velocidad angular f') . La variacion temporal de L se debe, pues, a la
precesion respecto a ge vertical. Se cumple entonces

M=fg, L
ecuacion referida a los ges mdviles. La Unica componente no nula del momento de
fuerzas M, = - f L, nosdala condicion que debe satisfacer la precesion
1 : . 1 o
Zrnazwsmq (Wcosq +f ):- ZmaQ\Nsmqf
con lasolucion
. 1
f=- EWcosq
y de aqui, d momento de fuerzas necesario para mantener  movimiento se reduce a

M, :%mazwsinq(wcosq +f') :émaQWZSinq COSq



Problemas Propuestos

3.17 Un dilindro homogéneo de masa M, radio R y altura H gira en torno a un
gje que forma un angulo de 30° con € ge dd cilindro y que pasa por su centro de
masa. Calcular d momento de fuerzas que se debe aplicar en & soporte de
clindro para mantener  movimiento.

V4
& | 7= %
30°

/ y
X

- =

Ne

Solucion: M, :4—8m/\/2(3|?e2 - H?),M,=0,M, =0

3.18 Unabarradelongitud L y nmasa despreciable, se une a un disco de masa my
radio a. El conjunto gira respecto al punto fijo de contacto E. El disco gira

respecto a Sl mismo con velocidad angular W. Calcular la precesion f de sistema
regpecto al ge vertical, suponiendo que no hay nutacion (0 permanece constante),

que W>f yque L> a.
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Solucién: f =- 9
LW



