Tema 4. Relatividad especial

Tercera parte Dinamica relativista

1. Masardativista

La inercia de un cuerpo es consecuencia de su resistencia d cambio en su estado de
movimiento, y se identifica usudmente con la masa. Cléscamente su vaor depende de
|a cantidad de materia presente en € cuerpo.

Sn embargo, cuando un cuerpo acelera uniformemente en su propio Sstema de
referencia, respecto a un observaedor exterior tendrd una aceleracion no uniforme sino
decreciente que evite que @ cuerpo pueda dcanzar la velocidad de la luz. El observador
exterior concluira que la resstencia d cambio de movimiento crece a aumentar la
velocidad. Por tanto, la relatividad lleva a la conclusén de que la inercia, 0 masa, crece
con la velocidad, y depende tanto de la cantidad de materia presente como de su estado
de movimiento. La masa de un cuerpo medida en su propio sstema de referencia en
reposo se denomina masa en reposo, y U masa totd 0 masa reativista cuando se
mueve sempre es mayor que la masa en reposo. En particular, puede deducirse la
expresion generd

sendo m, lamasaen reposo.

En la fisca clésica, d momento lineal se define como € producto de la masay la
velocidad. En relatividad, ta definicion se mantiene, pero la masa debe definirse como
masa relaivista

2. Leyesde conservacion

En la fisca clasica, las cantidades dinamicas mas importantes son las que se
conservan durante las interacciones. Por gemplo, cuando dos cuerpos colisonan entre
s la masa totd, energia y momento después de la colisén son iguales a sus vaores
antes de la colisién. El principio de relatividad demanda que las leyes de la fisica sean
las mismas en todos |os sistemas de referenciainerciales.

La propiedad més importante de momento lineal en la mecénica clésica es su
conservacion en sistemas cerrados. Este resultado se deriva de las leyes de Newton en
ausencia de fuerzas exteriores. En la mecénica relativista hemos visto que la masa tota



de un cuerpo en movimiento sSempre es mayor que su masa en reposo. Definimos por
tanto € momento relativista en laforma

p=m(V)V =gmV
e imponemos como principio la conservacion de momento relativita de un sstema
cerrado en todos |os Sistemas inerciaes de referencia

El trabgo redizado sobre un cuerpo esigua a producto de la fuerza aplicada por la
distancia recorrida en la direcciéon de la fuerza. S la inercia de un cuerpo aumenta con
la velocidad esto implica que la fuerza que aplicamos produce una aceleracion
decreciente. Ya que € trabgo redizado no varia sgnificativamente la velocidad del
cuerpo, e trandforma en una energia interna que amacena @ cuerpo. La conclusion es
gue la energia y la masa se deben reinterpretar de forma conjunta en relatividad. En
particular, se satisface la relacion de Eingtein entre la energia total de un cuerpo y su
masarelativista

E=m(V)c® =gmc®
y eta es la expreson que tomaremos para definir la energia relativista de un cuerpo.

Ademas imponemos como principio la conservacion de la energia relativista en un
sSstema cerrado en todos los sistemas inerciales de referencia

La relacion entre d momento lineal relativista de un cuerpo y su energia tota que
generdizalaexpreson no relativista es

‘E:,/czp2 +npc’

gue se queda reducida en € caso de unamasa en reposo nula, en € caso de los fotones,

En la fisca clasca la energia cinética es una cantidad sgnificativa que tiene una
formula ample. La formula newtoniana es solo una gproximacion a la energia cinética
rdativista. En reatividad, la energia cinética se define como la diferencia entre la
energia total de un cuerpo y su energia en reposo, en ausencia de movimiento. Por
tanto, la energia cinética es la energia adquirida por € cuerpo debido a su movimiento.
Tienelaexpresion

K=E- Ey=(g- 1)myc?

Por ultimo, las unidades de medida en relatividad son diferentes que en la fisca
clasica, principamente debido a cambio de magnitud de las cantidedes fisicas. La

energiase mide en MeVy d momento lineal en MeV /¢



Problemas Resudtos

4.16 Una particula de masa en reposo M, es alcanzada por un fotén de energia Q,
gue queda absorbido. Calcular la velocidad final dd cuerpo compuesto, s la
particulainicialmente estaba en reposo.

Por conservacion de laenergiarelaivista
E=mc®+Q
siendo E la energia del cuerpo compuesto, después de la absorcion del foton. El foton
no tiene masa en reposo, por 1o que la expresion de su energia rdativista es
Q=cp
siendo p & momento linedl del foton.

Por conservacion de momento lineal, P sera d momento del cuerpo compuesto. Por

tanto, & cuerpo compuesto tiene momento lined P y energia E La velocidad viene
dada por laexpresion

V:ﬂ
E
conlo cua
V = Q C
Q+mc?

4.17 Un foton de energia Q choca con un eectréon en reposo, € cual retrocede
s5gUn la direccion dada por € angulo f. El fotén se dispersa segiin la direccion
dada por el angulo g. Calcular la energiafinal dd foton y su longitud de onda.

©
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Por conservacion de momento lined, en ladireccion del fotdn incidente

Q_Q¢
— =—cosf + pcos
c o pcosq
sendo Q la energia de fotdn incidente, Q' la energia del foton emergente, y p el
momento del eectron después de la colison. La conservecion dd momento en la

direccion perpendicular aladireccion del fotdn incidente se escribe



Q¢

O:?senf - pseng

Laconservacion delaenergiardativistaes
Q+mc*=Q¢+E
siendo M la masa en reposo del dectron y E su energia find, que se relaciona con su
momento finad P através de
E:\/czp2+(mt:2)2

Primero eiminamos E. Escribimos la ecuacion de conservacion de la energia en la
forma

(Qurme - g =5+

Después diminamos @ angulo 0. Para ello, escribimos las ecuaciones de conservacion
del momento enlaforma

cpcosq =Q - Qleosf
cpseng = Qsenf
elevamos d cuadrado y sumamos resultando
c?p? =Q?% +Q¢ - 2QQkosf

Por ultimo, diminamos P. De la Ultima ecuacion y de la conservacion de la energia,
obtenemaos

(Q+me? - Q¢)2 =Q? +Q€ - 2QQtosf +m?c?
Desarrollando € lado izquierdo
(Q- QY mc? = - QQUtosf
Despgiando Q', laenergiafina dd fotdn, obtenemos

Delarelacion entre lalongitud de onda del foton y su energia
Q=M= h|£

obtenemos la relacion entre las longitudes de onda del foton incidente y del fotdn

emergente

h
| ¢=| +F(l_ cosq )

La colisén eadtica entre un dectron y un foton, ta como se ha desarrollado agui, se
conoce como efecto Compton, y lalongitud de onda caracteristica



se conoce como lalongitud de onda de Compton.

4.18 Calcular laenergiaumbral del proceso
B+P,® P+N+p”
en d que un protdn P, incide sobre otro proton en reposo P, y se produce en la
colisén un protén P, unneutron N yun pion p . Lasmasas en reposo son
m(p)c? =140MeV

m(P)c? =m(N)c? =938 MeV

La energia umbra es la energia cinética del protdn incidente ta que las particulas
finales tienen energia minima. Tomemos inicidmente d sstema de referencia en € que
el dstema de los dos protones iniciales tiene momento nulo. En este sisema P, y P,
poseen un momento linea del mismo modulo y de signo contrario y la misma energia
En este sstema, € proceso umbral corresponde a una velocidad nula de las particulas
findes P,N,p*. S V es la velocidad de los protones inicides en este sistema, por
conservacion de la energia, se debe satisfacer

2m(P)c?
S =m(P)E +m(N)E (o)
1- —
CZ
de donde obtenemos la velocidad V de los protones en & sisema de momento total

nulo, que satisface

Para calcular la velocidad de P, en & sistema del laboratorio, donde P, posee una
velocidad nula, vemos que seguin € teorema de adicidn relativista de vel ocidades

u-vV
0=V(R)=""7v
1+ —

lavelocidad U relativa entre ambos sistemas es igud a V. Con esto, la velocidad de B,
respecto a sistemadel |aboratorio es

V +V 2V
v(R)=L -2
1+ 1+



Laenergiacinéicaumbra serd

resultando
e[ v2(pyo U
K, =m(P)c? &, [1- \szl)? - 1d
C -
A 2}

Desarrollando € radicando, obtenemos

c? (Cz +V2)2 (Cz +V2)2
conlocud,
-1
a®e 20 2 2 2
¢ 1'V(in) _ _1:C2+V2 1 22\/ 2
QV ct + c' -V c’ -V
e %)
y
, N?
Ku :m(P)C W

Introduciendo & vaor de V obtenido anteriormente,
vi_, @ em(P) & _mlp)(m(p)+am(P))

¢ &am(P)+m(p)g ~ (2m(P)+m(p))

conlocud,

y laenergiaumbra queda definitivamente

K, = m(P)C2 m(p) gé_,_ m(p)

m(P)

4.19 Una particula de masa en reposo M, incide con energia E sobre otra
particula idéntica en reposo. Las dos particulas se separan con energias iguales.
Calcular € angulo que forman susdirecciones con la direccion inicial.

Por conservacion del impulso y de la energia relativista, € angulo g formado con la
direccion inicid es € mismo para las dos particulas, S bien se desplazan por ambos
lados respecto de ladireccion inicia. De aqui,

p = 2ptcosq
E +mc? = 2E¢



sendo E y p' laenergiay € impulso de una de las particulas finades. Con la definicion
de energiardativiga

EZ — m2C4 + C2 p2
E¢ = m’c* +c?pé
obtenemos, a partir de las ecuaciones de conservacion
E2 =m?c* +c?(2ptosq )’
junto con
c?(2ptosqy )2 =4c?p¢ cos’q = cos’q (4E@ - 4m2c4)

El dltimo factor o desarrollamos de lasiguiente forma
4E¢ - 4mPc* =(2E6+2mc?)(2E¢- 2me?) = (E +3mc?) (E - mc?)
con lo cud & angulo de dispersion satisface
E? =m’c* + cos?q (E +3mc2)(E- mcz)
Simplificando obtenemaos
E +mc?

cofg=———
d E + 3mc?

Problemas Propuestos

4.20 Una particula en reposo, con masa en reposo M, emite un fotén de energia
Q. Calcular lamasa en reposo de la particula después de la emision.

Solucién M = /mg‘m 2%2
(4]

4.21 Una particula con masa en reposo My energia cinéica 2mc?, choca con una

particula en reposo de masa 2m, y se adhiere a dla. Calcular la masa en reposo de
la particula compuesta.

Solucion: M :«/1_7m

4.22 Calcular laenergia cinéticaumbral del proceso

R+R® R+RB+R+P
en d que un proton P, incide sobre otro protén en reposo B, y se produce un
proton P, y un antiproton P . Las masas en reposo son



m(P)c? =m(P)c? =938 MeV
Solucion: K, =6m(P)c?

4.23 Una particula de masa en reposo M se desintegra en dos particulas con
masasen reposo My y M. Calcular las ener gias de las particulas emitidas.

_nmf+mf- mp
5T m
Solucion: . mf
_m+m -
5= 2m

424 El meon K° s desintegra formando piones cargados con masas en reposo
idénticas, segiin e proceso K°® p* +p . Lasmasasen reposo son

m(K°)c? =497.7 Mev

m(p )c* =139.6 MeV

Determinar la velocidad de los piones resultantes en b desintegracion de un meson
en r epos.

2
Solucion: V = |1- 4& c=0.83c
m(KO)




