Problemas Resueltos

2.20 Un satdlite describe una orbita circular en torno a la Tierra. S se cambia de
repente la direccion de su veocidad, pero no su modulo, esudiar € cambio en su
oOrbitay en su periodo.

Al cambiar solo la direccion de la velocidad, € momento angular varia pero la
energia total no. La oOrbita nueva correspondera a una trayectoria asociada a una energia
negativa, que como hemos visto, puede ser una oérbita circular o diptica. El nuevo vaor
dd momento angular es

L(=mVisna =Lsina
sendo a d angulo entre la velocidad y € radio vector en € ingtante del cambio, y I, €l
radio de ladrbitacircular, y laenergiatiene e valor

Mm
E¢E=-3
2r,
La fuerza central que actla entre ad satélite y la Tierra es inversamente proporciond a
cuadrado de la distancia entre ellos. Para dicha fuerza se satisfacen las leyes de Kepler.
La tercera ley nos dice que € periodo de una orbita solo esta relacionado con la energia

total, delaformasiguiente

GMm
E=- 2a
y
a’ _ GM
T 4p?

donde a es & semige mayor de la nueva 6rbita, que en este caso coincide con I,. ES
decir,
T? = —4p i éstQS
GM &- 2E ,
Al no variar laenergia durante e cambio de lavelocidad, no variad periodo orbital.

Lasegundaley de Kepler eslaley delas dreasy establece que
L _S

2m
sendo Se &eadelaodrbitay T € periodo orbital. Como € periodo novaria, T =T,
2mS _ 2mS(
L L¢
conlocua, € areadelanuevabrbitaes
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Ya que la energia no varia, la nueva oOrbita es una dipse centrada en O, con semige
a =r,, y nosfatacacular suexcentricidad. Tenemos

S=pr/ =pa’

S¢=pab =pa’/1- €°

y

con lo cua

- >
Sna =< 1-e
Es decir, laexcentricidad de la nueva érbita viene dada por

€ = Cosa

2.21 Un satdite de masa M describe una érbita circular a una digancia H de la
superficie terrestre. Otra particula de masa NY2 se mueve sobre la misma drbita
pero en sentido contrario, de modo que choca con € satdlite quedando unida a €.
Calcular d apogeoy € perigeo dela orbita de cuerpo compuesto.

La velocidad de una masa M en una orbita circular de radio I' puede obtenerse de

lacondicion de equilibrio de las fuerzas en direccion radial
GMm_ _V?

r? r

/GM

V= T
La velocidad no depende de la masa en movimiento. Concluimos que la velocidad del
satdlite y de la particula antes del choque tiene € mismo modulo y sentido contrario con

el valor
_ | GM
W_VR+H

sendo R € radio de la Tierra y M su masa. Durante @ choque sdlo actGian fuerzas
interiores, y € momento angular respecto a O se conserva congtante. Antes del choque

L=mV(R+H)- 2V, (R+H) =2 [GM (R + H)
Ese es & vador dd monmento angular para € movimiento del cuerpo compuesto,
después dd choque.

Para determinar los puntos apsidales de la nueva Orbita nos fata conocer la
energia del cuerpo compuesto. Como la colisén no es eadica, la energia no se
conserva en la colisén Sin embargo, s se conserva la velocidad ddl centro de masss,

que corresponde alavelocidad V del cuerpo compuesto después del choque. Tenemos
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Justo después de la colision, @ cuerpo compuesto llevaunavelocidad V' y se encuentra
aunadistancia R+H dedl centro delaTierra. Por tanto, su energiatotal tiene el valor
E=1%,,.MG,2_ G—Ma?n+mg
28 245 R+HE 24
Introduciendo € vaor de lavelocidad, llegamos a

£_3,1GM 3 GM _ 17 GMm
4 9R+H 2 R+H 12R+H

Una vez conocidos los vadores L y E, hallamos los pardmetros de la érbita ay €,
ddl cuerpo compuesto. Parad semigle mayor obtenemos € vaor

17 GMm __ 3GMm
12R+H 2 2a

9
=—(R+
a 17(R H)
Laexcentricidad de la 6rbita satisface la formula
2EL?
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e= |1+

Desarrollando € radicando

16EL" _ 16171 _ 17
27G2M?m? 27124 81
encontramos

_ 17 8
e=l-8 "9

Ladistancia de maximo acercamiento, perigeo, esta dada por

_ _9 80, 1
p=all- 9= 58 gAR+H)= (R H)
y ladistancia de maximo aeamiento, apogeo, es

rA:a(1+e):%§i+gg(R+ H)=R+H



2.22 Un satdlite artificial de masa M recorre una érbita diptica, con periodo T.
Las velocidades méxima y minima en su érbita son V., V., respectivamente.
Determinar los parametrosdela 6rbita.

Laecuacion deladipsees
_a(l- )
1+ ecosf
Lasdistancias a apogeo y perigeo son
r. =a(l- e)
r,=a(l+e)
Por conservacion del momento angular L en los puntos apsidales
mV..r,=mv_
con lo cua, de las ecuaciones anteriores, dimi nando el semige mayor a obtenemos la
excentricidad delaorbita
e= z//max B Vmin
max +Vmin

Para hallar ¢ semigie mayor, utilizamos la ley de las &eas. S T es € periodo,
pab e deadeladipse, laley delas areas se escribe

o = am ™ 2V 049
Comob=a1- € , despgamos e valor del semigje mayor
_V.T 1+e
2 1- €
Tenemos
1+e 1+e \/
-@ 1 e
Por tanto,

_ T
a_z \ ;minvmax

Finamente laenergiatotal E se encuentraa partir delaexpresion
Mm
E=- G
2a

obteniendo
pGMm

\ “ mianax

E=-



2.23 Un plangta de masa M tiene un satélite de masa m describiendo en torno a

é una trayectoria circular de radio R con periodo T. Subitamente & satélite se
para. Determinar € tiempo de caida del satélite sobre e planeta.

Laenergiade satélite en su Orbitacircular es

E= %mv2 - —G'\F:'m
Ademéas, hay equilibrio de las fuerzas en direccion radiad. La fuerza gravitatoria se

compensa con lafuerza centrifuga

m\/_2 _ GMm
R R?
conlo cud, laenergiaes
_ GMm
E=" R

Cuando d satdlite se frena, su energia cinética se hace cero, y su energia se
reduce ala energia potencia, con lo cual

E&-%ﬂzzE

Seglin la tercera ley de Kepler, existe la relacion entre € periodo de una orbita y la
energiadd sstema

2(_ 3_P° a2pg 20
T(- E) = G"™M’m

El periodo de lanueva orbita satisface
L3/2

§Ep 22

Cuando € satdlite se frena, su velocidad se hace cero, y asi @ momento angular
de la nueva o6rbita es cero. Esto quiere decir que la érbita del satélite pasard por €
centro del planeta. El punto de méximo adgamiento se produce en d momerto inicid,
r =R,y d punto de méximo acercamiento es I = 0. Por tanto, € tiempo gue tarda en
caer esigud d tiempo quetardaenirde r =R a r =0, es decir, @ tiempo que tarda
en ir dd maximo agamiento A méaximo acercamiento, esto es, un semiperiodo. El
tiempo de caida es, entonces

T¢=

_Te_ T
2 42

t



Problemas Propuestos

2.24 Un satdite artificial se lanza desde la superficie terrestre verticalmente

hacia arriba con una velocidad inicdal U =a GTM En d momento en que s

/GM
para, s le da una velocidad transversal V =D = Hallar los parametros de la

orbitaen funcion dea y b. Aqui, Resd radio terrestre.

- R
2-a’-b?
Solucion:
oz |y, H2-a%-b?)b?
(2—a22

2.25 Una nave espacial de masa M llega con una velocidad V, a las proximidades
de la Luna sguiendo una trayectoria hiperbdlica cuya asintota eta a una distancia
b dd centro de la Luna. Sea a la distancia de aproximacion méaxima de la rave al

10
centro de la Luna. Calcular la velocidad necesaria V, para que b= gR,a =2R,

sendo R d radio de la Luna, y la velocidad en € punto de aproximacion maxima
en dicho caso. En € punto de maxima aproximacion, la nave frena para describir

una Orbita circular de observacion de radio a. Calcular la energia perdida por la

nave.
_ 3 |GM
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Solucion: Vp :Z R
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